Evaluation of physical no-linearity in the global stability of reinforced concrete buildings by Fontana, Luiz Antonio
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS 




AVALIAÇÃO DA NÃO LINEARIDADE FÍSICA NA ESTABILIDADE 


































UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS 




AVALIAÇÃO DA NÃO LINEARIDADE FÍSICA NA ESTABILIDADE 
















Dissertação de Mestrado apresentada à 
Comissão de pós-graduação da Faculdade de 
Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo da 
Universidade Estadual de Campinas, como parte 
dos requisitos para obtenção do título de Mestre 
























FICHA  CATALOGRÁFICA  ELABORADA  PELA  





     F734a 
 
Fontana, Luiz Antonio 
     Avaliação da não linearidade física na estabilidade 
global de edifícios de concreto armado / Luiz Antonio 
Fontana.--Campinas, SP: [s.n.], 2006. 
 
     Orientador: Francisco Antonio Menezes. 
     Dissertação (Mestrado) - Universidade Estadual de 
Campinas, Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura e 
Urbanismo. 
 
     1. Edifícios altos.  2. Estabilidade estrutural.  3. 
Flambagem (Mecânica).  4. Engenharia de estruturas.  5. 
Concreto armado.  I. Menezes, Francisco Antonio.  II. 
Universidade Estadual de Campinas. Faculdade de 
Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo.  III. Título. 
 
 
Titulo em Inglês: Evaluation of physical no-linearity in the global stability or 
reinforced concrete buildings. 
Palavras-chave em Inglês: No-linearity physical (NLP), global stability of 
reinforced concrete buildings, no-linearity geometric 
(NLG), relation moment-curvature. 
Área de concentração: Estruturas. 
Titulação: Mestrado 
Banca examinadora: Roberto Chust Carvalho, Armando Lopes Moreno Junior.  






















































Dedico este trabalho a Mônica e ao Rômulo, 
os meus dois grandes amores. 
Ofereço também aos meus pais, aos pais dela 





 Ao Prof. Francisco Antonio Menezes pelo trabalho de orientação e pela compreensão 
nos momentos difíceis que a vida me impôs. 
 Ao Prof. Aloísio Ernesto Assan pelo trabalho de co-orientação, atenção e sugestões 
feitas no decorrer do trabalho. 
 A todos os funcionários da Unicamp, em especial aos funcionários da Secretaria de Pós-
Graduação pelo carinho e dedicação. 
 A TQS Informática Ltda pela cessão dos sistemas computacionais e pelas sugestões do 
Engº Nelson Covas. 
 A Exata Engenharia e Assessoria SS Ltda pela flexibilização do horário de trabalho e 
pela disposição permanente para discussão dos assuntos técnicos relativos à dissertação. 
 Ao Prof. Augusto Carlos de Vasconcelos pelas sugestões no início do trabalho. 
 Ao Prof. Roberto Carlos Bianchini pelas aulas de programação em Delphi. 
 Aos professores que me ensinaram a lutar pelos objetivos da vida sem nunca desistir: 
Dimas Silveira Costa, Paulo César Teixeira, Murilo de Oliveira Santos e Abel de Bovi Filho. 
 Ao Prof. Luiz Roberto Almeida Gabriel pelo rigor com que me tratava nas aulas de 
cálculo integral e diferencial. 
 A Maria Helena Rodrigues Fernandes pelo apoio nas horas difíceis. 
 A avó do Rômulo, Neusa Tereza Marson Piffer. 






FONTANA, L.A. Avaliação da não-linearidade física na estabilidade global de edifícios de 
concreto armado. Campinas, Faculdade de Engenharia Civil, Universidade Estadual de 
Campinas, 2006. 107 p. Dissertação (Mestrado). 
 
 Neste trabalho são apresentadas as expressões matemáticas necessárias para determinar 
o momento de inércia em função da curvatura para seções retangulares de concreto armado 
solicitadas a flexo-compressão reta. As expressões são determinadas através da integração 
analítica da curva tensão-deformação do concreto. Com base nestas expressões foi desenvolvido 
um programa de computador para calcular o momento de inércia em função da curvatura.O 
objetivo é obter o momento de inércia real da seção para ser utilizado na verificação das 
deformações. Para o programa é necessário conhecer: a geometria, a disposição das armaduras, as 
características dos materiais e as solicitações atuantes na seção. Na entrada de dados é possível 
controlar os coeficientes de ponderação dos materiais e das solicitações. Para o módulo de 
elasticidade, podem ser adotados os valores prescritos na NBR6118, ou outro valor que deve ser 
informado. A resistência à tração do concreto foi desprezada. Para validação dois modelos 
estruturais são analisados. A análise estrutural é feita de várias formas, sendo que uma delas é a 
análise considerando a não linearidade física (NLF) através da curvatura. Neste caso os 
elementos estruturais têm uma discretização maior, visando considerar a não linearidade ao longo 
do comprimento das peças. O objetivo é avaliar a possibilidade de implementar um processo de 
análise estrutural onde a consideração dos efeitos de segunda ordem seja relevante, que considere 
um momento de inércia que aproxime o modelo matemático do modelo físico real. 
 
Palavras-chaves: Não-linearidade física (NLF); estabilidade global de edifícios de concreto 






FONTANA, L.A.  Evaluation of physical no-linearity in the global stability of reinforced 
concrete buildings. Campinas, Faculdade de Engenharia Civil, Universidade Estadual 
de Campinas, 2006. 107p. Dissertação (Mestrado) 
 
In this work, are presented the mathematic expressions necessary for determinate the 
moment of inertia in function of the curvature for rectangular cross-section the reinforced 
concrete submitted to mono-axial eccentricity. The expressions are determinate by the integration 
of analytic parabola rectangle stress strain diagram of concrete. Based in these expressions a 
computer system was developed to calculate the inertia of moment curvature. The objective is to 
get the moment of real inertia to be used in the verification of the deformations. It is necessary 
that the computer system know: geometry, the disposal of the bars, the characteristics of the 
materials and operating requests in the section. When the database is imputed it is possible to 
have a control over the method of partial factors of materials and solicitations. For the elasticity 
model may be adopt the NBR6118's values, or another value that must be informed. The 
resistance tension of concrete was rejected. To make the validation two structural models are 
analyzed. The structural analysis is made of several forms, one of them is the analysis 
considering no-linearity physical (NLP) through the curvature. In this case the structural elements 
have the biggest discretization, aiming to consider no-linearity along the length of the parts. The 
objective is to evaluate the possibility to implement a process of structural analysis where the 
effects of second order are relevant, that considers an inertia moment that can make the 
mathematical model close to the real physical one. 
 
Key-Words: No-linearity physical (NLP); global stability of reinforced concrete buildings; no-
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No cálculo de edifícios altos, quando a esbeltez da estrutura conduz à análise com a 
consideração da não linearidade geométrica e da não linearidade física, a NBR 6118:2003 [13] 
permite a consideração da não linearidade física de forma aproximada, através da redução da 
inércia da seção bruta de concreto. 
Os programas computacionais voltados para a produção de projetos em concreto 
armado, que conferem uma alta produtividade aos projetistas, utilizam a forma aproximada para 
levar em conta a não linearidade física. Quanto à linearidade geométrica, o processo de análise 
pode ser considerado exato (P-∆), porém, na discretização da estrutura, os elementos que formam 
os pilares têm comprimentos iguais às diferenças de níveis entre pavimentos. Como o momento 
pode variar ao longo da altura do lance, devido a não linearidade física do concreto, a rigidez 
também pode variar ao longo da altura do lance. Do ponto de vista teórico estamos agrupando 
elementos com propriedades geométricas diferentes em um único elemento. Isto ocorre devido à 
automação oferecida pelos programas. Em geral, os programas trabalham de forma interativa 
com o projetista: o projetista informa a geometria dos planos, as ações atuantes neste plano e a 
diferença de níveis entre planos. A partir destas informações, os programas passam para a parte 
automatizada onde ocorre a montagem do modelo tridimensional, solução do modelo e obtenção 
das solicitações, dimensionamento e detalhamento da estrutura. Existem as fases intermediárias, 
onde o projetista deve analisar o comportamento da estrutura e validar o modelo. Após a 
validação do modelo a geração dos desenhos é feita automaticamente. 
Acontece que poderão existir estruturas cuja geometria exija uma discretização maior e 
que devido às solicitações impostas, a forma simplificada de consideração da não linearidade 




1.2 OBJETIVO DO TRABALHO 
 
 O objetivo do trabalho é comparar métodos de avaliação da não linearidade física na 
análise da estabilidade global de estruturas de concreto armado. Serão comparados dois métodos. 
O método proposto pela NBR6118:2003, onde a não linearidade física é considerada através da 
redução do momento de inércia da seção bruta do elemento estrutural. O outro método a ser 




A metodologia a ser utilizada no trabalho é simular um pórtico plano cuja rigidez resulte 
em uma estrutura de nós móveis, usando um programa comercial. O problema deverá ser 
solucionado de três maneiras distintas: a primeira será com a discretização automática feita pelo 
programa comercial, com a não linearidade física considerada de forma simplificada; a segunda 
deverá contemplar uma maior discretização, com a não linearidade física levada em conta de 
forma simplificada. A terceira solução manterá a discretização feita na segunda forma de análise 
e a não linearidade física será levada em conta através da inércia obtida pela relação M-N-1/r 
para cada elemento, com base nas armaduras calculadas na primeira solução. 
Com base nos resultados será possível avaliar e comparar as diferenças obtidas entre as 
diferentes formas de modelar a estrutura, podendo comparar os desvios que ocorrem devido a 
discretização e os desvios entre a redução de inércia de forma simplificada com a inércia obtida 
através da relação M-N-1/r. 
Para a obtenção da relação momento-força normal-curvatura e a inércia relativa à 
curvatura, foi desenvolvido um programa onde os dados de entrada são as características dos 




de forma iterativa a curvatura da seção que resulte em esforços internos resistentes que 
equilibrem as solicitações, a menos de um erro residual. 
Os esforços internos resistentes são resultados da somatória dos esforços mobilizados 
pela seção de concreto mais os esforços mobilizados pelas armaduras. Os esforços mobilizados 
pelo concreto serão obtidos através da integração da curva tensão-deformação do concreto. 
Determinada a curvatura que resulte em esforços internos resistentes que anulem as solicitações 
externas, o momento de inércia será calculado substituindo a curvatura na equação diferencial da 
linha elástica, mantendo o módulo de elasticidade constante. O momento de inércia assim 














1.4 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
 
VASCONCELOS [7] coloca de forma clara os caminhos percorridos por 
BECK&KÖNIG [9], [10], [11], em 1967, para determinar o coeficiente de instabilidade α. 
Aqueles autores admitiram um meio contínuo onde a distância finita entre dois pavimentos foi 
considerada um diferencial dx e a diferença de deslocamentos entre dois pavimentos foi chamada 
dy. Para poder tratar o problema em uma única equação diferencial foi suposto que a resistência 
aos esforços horizontais seria concentrada em alguns pilares ligados rigidamente entre si, 



















 Utilizando a abscissa adimensional Lx=ξ , eles chegaram à seguinte equação: 




'2 =ξξα+ξ                                                                                                      (1.1) 
cuja solução nos fornece o coeficiente α: 
( )
J.E
L.vp 32 +=α                                                                                                                            (1.2) 
onde: 
w = carga horizontal uniformemente distribuída na altura L. 
p = carga axial distribuída na estrutura de contraventamento. 





2 +=α                                                                                                                       (1.3) 
Para uma grande quantidade de pavimentos, que justificassem a transformação do 
discreto em contínuo, o valor crítico resultou em: 
80,2cr =α  
Mesmo com α menor que 2,8, portanto com alguma segurança contra a perda de 
estabilidade, existiam deslocamentos horizontais dos nós da estrutura, provocando o 
aparecimento de momentos fletores adicionais. Estabeleceu-se que, quando os acréscimos não 
superassem 10% dos momentos existentes, esse efeito, denominado "efeito de 2ª ordem" poderia 





Em dezembro de 1986 VASCONCELOS apresentou no Seminário Latino-Americano 
em homenagem ao Prof. Julio Ricaldoni, realizado em Montevidéu, o estudo do mesmo tipo de 
estrutura estudado por Beck&König. Utilizando o meio discreto, transformou a equação 
diferencial num sistema de equações lineares, que pode ser resolvida com o auxílio do 
computador. As incógnitas do sistema eram as forças de confinamento (forças nos tirantes que 
unem a estrutura de contraventamento à estrutura contraventada). A aplicação dessas forças junto 
com as ações horizontais externas fornece os momentos globais (de primeira e segunda ordem) 
na estrutura de contraventamento. Os resultados coincidiram com os resultados obtidos por Beck 
em 1967 para um número de pavimentos superior a 20. Para um número menor que 20 ocorreram 
diferenças que diminuem à medida que se aumentam os números de pavimentos. O autor sugeriu 
uma correção no parâmetro de instabilidade para a carga crítica: 
n22,0
cr e.1,180,2 −=α , onde n é o número de pavimentos.                                                         (1.4) 
 
FRANCO e VASCONCELOS apresentaram no Colloquium do CEB de 1991 no Rio 
de Janeiro o trabalho "Practical Assessement of Second Order Effects in Tall Buildings", onde foi 
apresentado pela primeira vez o coeficiente de amplificação de momentos Zγ , onde os autores 
descreveram a idéia central do método como a seguir: 
A curva de deformação assumida pelo edifício poderia ser obtida por aproximações 
sucessivas no intitulado processo P-∆. Com a deformação produzida pelo carregamento externo, 
denominada deformação de 1ª ordem, as cargas verticais concentradas nos nós se deslocavam 
do prumo, provocando o aparecimento de novas deformações. Estas deformações adicionais 
poderiam ser interpretadas como afins à deformação de partida. Devido aos esforços adicionais 
provocados pelo aumento de deformações, repetia-se o fenômeno: novas deformações e novos 
esforços adicionais. Admitindo-se em cada passo a afinidade das deformações adicionais com a 
deformação anterior já implantada, resulta para as deformações uma progressão geométrica. 
Foi justamente este raciocínio que levou ao coeficiente denominado gama z. Isto constituiu uma 




entre o momento adicional ∆M=P.yI e o momento MI, onde as grandezas com índice I 
representam valores de 1ª ordem. Os momentos finais seriam, portanto MI.γZ , englobando 
momentos de 1ª e 2ª ordens. 
 
FRANCO [1] descreve o método exato para análise de estruturas de nós móveis. No início 
atribuem-se aos elementos rigidezes com base na geometria e nas armaduras. Feito o primeiro 
incremento de carga, as rigidezes EI e EA passam a ser obtidas em função das características de 
cada seção e dos esforços solicitantes, ou seja, através do equilíbrio M-N-1/r. O processo iterativo 
é repetido até a aplicação da carga total, obtendo assim o equilíbrio ou não da estrutura. As 
geometrias e as armaduras da estrutura deverão ser conhecidas para se aplicar o método. O autor 
reconhece que na época (1985), o processo seria inviável devido ao elevado custo computacional 
e ao grande tempo de processamento. 
O autor coloca o processo P-∆ como um método viável de se utilizar, tendo a 
discretização do modelo como sendo a distância entre pavimentos, salientando que a rigidez 
deveria ser corrigida após cada iteração com base no diagrama M-N-1/r, porem a correção é 
trabalhosa, sugerindo-se adotar valores pré-fixados de EI que representem com precisão os 
valores finais. O autor adverte que o método leva a admitir diagrama linear dos momentos de 2ª 
ordem nos pilares e que esta hipótese é incorreta, uma vez que a força normal provoca momentos 
adicionais de 2ª ordem que aumentam os deslocamentos. O autor sugere multiplicar os 
deslocamentos por um fator de correção em função do tipo de estrutura de contraventamento. 
Determinados os esforços e deslocamentos finais da estrutura é necessário verificar para cada 
pilar se o momento máximo ocorre em uma extremidade ou em uma seção intermediária, uma 
vez que o método não fornece indicações quanto ao andamento dos momentos de 2ª ordem ao 
longo das barras. 
 
FRANCO e VASCONCELOS [3] apresentaram no Rio Coloquium on the CEB-FIP Model 
Code 90 o parâmetro Zγ . Inicialmente os autores sugeriram alterações na forma de se apresentar 




deslocáveis e não deslocáveis. Sugeriram uma abordagem mais próxima da realidade física da 
estrutura, a fim de evitar erros de interpretação no texto. A idéia principal é resumida nos dois 
conceitos a seguir: 
a) Não existem as supostas subestruturas "contraventadas" ou "não contraventadas", a não 
ser como definição: cada coluna e cada pórtico participam em grau maior ou menor da 
estabilidade lateral, sendo por ela afetado. 
b) Não existem as supostas estruturas "não deslocáveis", a não ser como definição. Nas 
estruturas deslocáveis definida pelo critério dos 10%, a análise de 2ª ordem é indispensável. 
Depois de feita esta análise, os elementos podem ser isolados e tratados como não deslocáveis, 
considerando os novos momentos de extremidade e as forças normais. 
O parâmetro Zγ  foi apresentado como nova forma de verificação da necessidade ou não 
da análise global de 2ª ordem e como um coeficiente que multiplicado pelo momento de 1ª ordem 
resulta no momento de 2ª ordem. O parâmetro é obtido de uma análise de 1ª ordem onde se 
trabalha com rigidezes reduzidas, para se levar em conta a fissuração e a não linearidade física. 
Quando necessária uma analise de 2ª ordem, deve-se novamente usar as rigidezes reduzidas.  
O parâmetro Zγ  foi apresentado obedecendo o critério dos 10%. O critério estabelece 
que os efeitos globais de 2ª ordem podem ser desprezados quando inferiores a 10% dos efeitos 











=                                                                                                           (1.5) 
onde: 
M2d = momento total de cálculo (1ª ordem + 2ª ordem) atuante na estrutura. 




∆Md = somatória dos produtos das forças verticais de cálculo, pelos deslocamentos horizontais 
dos respectivos pontos de aplicação, obtidos da análise de 1ª ordem. 
γz = coeficiente de amplificação dos momentos de 1ª ordem para obtenção dos momentos totais 
(1ª ordem + 2ª ordem). 
  
FRANCO [2] em trabalho apresentado no International Syposium 1995, em Milão, 
relaciona os problemas básicos de instabilidade inerentes às construções civis: 
a) Flambagem, ou perda de estabilidade com bifurcação do equilíbrio. 
b) Ponto limite com “snap-through”, que é a perda de estabilidade sem bifurcação do 
equilíbrio. Este caso pode ocorrer, por exemplo, nos arcos abatidos e nas cascas. 
c) Ponto limite sem “snap-through", que é a perda de estabilidade que ocorre sempre 
que, ao crescer a carga, o incremento da capacidade interna resistente da estrutura é menor do que 
o das ações externas. Este tipo de perda de estabilidade pode ocorrer em elementos esbeltos de 
material não linear (por exemplo, concreto armado) com imperfeições iniciais, tais como pilares 
ou, mais raramente, em chapas (Ghoneim, 1994) apud FRANCO [2], sempre que os efeitos de 
segunda ordem são importantes; a ruína pode então ocorrer antes que as seções transversais sejam 
carregadas até o limite de sua capacidade. 
d) Problema de segunda ordem, no qual o equilíbrio é analisado na configuração 
deformada da estrutura. É relativo a estrutura de material linear ou não linear, e não é 
necessariamente associado à perda de estabilidade. 
Nos edifícios altos os problemas de estabilidade na maioria dos casos estão restritos aos 
casos c) e d). O autor coloca que a relação carregamento global de flambagem / carregamento 
característico de uma estrutura adequadamente projetada é da ordem de sete ou mais. Cita aquele 




Na análise global de primeira ordem foram colocados os coeficientes de redução de 
rigidezes que viriam a ser incorporados na revisão da Norma Brasileira NB-1 para levar em conta 
a não linearidade física do concreto. Os valores propostos foram baseados em evidências 
analíticas e experimentais apresentadas por diversos autores, tais como, Kordina, 1972, Hage, 
1974, MacGregor, 1977, Furlong, 1980 e MacDonald, 1986, apud FRANCO [2]. 
Na análise global de segunda ordem, o autor defende a posição de classificar a estrutura 
em fixa ou móvel através de uma análise de primeira ordem, com base nos parâmetros α ou Zγ , 
dispensando ou não a análise de segunda ordem com base no critério dos 10%.  
 
VASCONCELOS e FRANÇA [8] apresentaram um artigo no FIP Symposium, 
Johannesburg, onde consideram irrelevante a distinção entre estruturas de contraventamento e 
estruturas contraventadas, pois com as facilidades introduzidas com a computação, as estruturas 
tridimensionais devem ser analisadas como um todo, onde todos os elementos contribuem em 
maior ou menor grau para resistir às ações horizontais em função de suas rigidezes. Os autores 
consideram que não há a necessidade de considerar limites para dispensar os efeitos de segunda 
ordem, uma vez que, sendo fácil avaliar estes efeitos, eles devem ser levados em conta no 
dimensionamento. Conhecido o coeficiente de amplificação, este deve ser aplicado aos momentos 
de primeira ordem, mesmo que a amplificação seja pequena. 
Os autores adotam o Zγ  como coeficiente de amplificação, onde os momentos globais 
nos nós, incluindo o efeito de segunda ordem, possam ser avaliados aplicando o coeficiente de 
amplificação aos momentos de primeira ordem. Porém podem ocorrer momentos intermediários 
maiores que os dos nós, causados pelo deslocamento do eixo da coluna em relação à linha reta 
que une os extremos, isto é chamado de efeito de segunda ordem local e só podem ser levado em 
conta após a amplificação dos momentos nos nós. É necessário portanto criar outro coeficiente de 
amplificação (δ) que aplicado ao maior dos momentos de extremidade, resulta no momento 




deslocamentos laterais da coluna não são suficientemente grandes para alterar a distribuição de 
momentos. 
O momento final de cada trecho de coluna é dado por: 
AZmax M..M δγ=                                                                                                                          (1.6) 
onde MA representa o maior entre os dois momentos extremos. 
A não linearidade física é considerada através da aplicação de coeficientes de redução na 
inércia da seção bruta, uma vez que a consideração de forma rigorosa é trabalhosa e exige o 
conhecimento prévio das armaduras. 
O coeficiente δ é determinado através da equação de GALAMBOS , onde os autores 
determinaram a variação da rigidez para determinados arranjos de armaduras através dos 
diagramas M-N-1/r variando a força adimensional de compressão. Desta forma foi possível 
executar tabelas com os valores de δ para cada arranjo de armadura e cada relação entre 
momentos de extremidades, onde as variáveis são a excentricidade inicial e o índice de esbeltez. 
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KAEFER, BITTENCOURT e FRANÇA [4] estudaram um edifício simplificado de 16 
pavimentos utilizando diferentes aproximações para avaliação dos efeitos da não-linearidade 
física e geométrica, com o objetivo de comparar os dispositivos estabelecidos na revisão da 
NBR6118:2003, para avaliação dos efeitos de 2ª ordem. Foram utilizados três modelos planos, o 
primeiro foi dimensionado através da análise de 1ª ordem com a majoração dos esforços 
conforme item 15.7.1 do projeto de revisão da NBR6118:2001; o segundo modelo foi 
dimensionado com os resultados da análise considerando a não-linearidade geométrica com as 
rigidezes reduzidas conforme prescrições do projeto de revisão da NBR6118:2001; o terceiro 
modelo é igual ao segundo, sendo diferente apenas na forma de avaliação das rigidezes, que no 
terceiro modelo foi avaliada com a utilização de diagramas M-N-1/r. Para análise dos modelos 
foram utilizados dois programas, o FTOOL que é um ambiente de cálculo de esforços 
desenvolvido na PUC-RJ sob coordenação de Luis Fernando Martha e o ADINA. No FTOOL foi 
feita à análise linear, o dimensionamento das peças e os diagramas M-N-1/r, exportando os dados 
para o programa ADINA, responsável pela análise não linear. 
O resultado mostra que as armaduras calculadas não diferem entre si de mais de 10%, 
mostrando que os modelos são coerentes e que os dispositivos da NBR6118:2003 para simplificar 
a análise de 2ª ordem são eficientes para edifícios regulares. 
 
TEIXEIRA e SOUZA [6] estudaram um edifício em concreto armado em construção na 
cidade de Belém-PA. O estudo foi efetuado através de quatro modelos distintos, análise linear, 
análise não-linear geométrica, análise não-linear física e análise não-linear física e geométrica. 
Foram utilizados dois programas para a modelagem: na primeira etapa foi utilizado o SAP2000, 
onde se modelou uma malha de elementos finitos representando o pavimento tipo com o objetivo 
de obter as cargas nas vigas e pilares devido às cargas aplicadas nas lajes. A segunda etapa foi 
modelada no programa OpenSees (Open System for Earthquake Engineering Simulation -
desenvolvido na Universidade da Califórnia, Berkeley, por Mackenna, 1997 e em constante 
aperfeiçoamento), apud TEIXEIRA e SOUZA [6]. O modelo utilizado foi o pórtico 





Os autores encontraram divergências nos valores de solicitações da ordem de 20% nos 
pilares comparando os resultados do modelo linear com o não-linear físico e geométrico quando 
aplicadas as cargas verticais e horizontais, e valores da ordem de 10% em dois pilares quando 
aplicado somente cargas verticais. Os autores concluíram que os efeitos não lineares podem ser 






















Este capítulo tem por finalidade desenvolver e apresentar as expressões matemáticas 
necessárias para determinar os esforços resistentes e a inércia em uma seção de concreto armado, 
considerando a não linearidade física do concreto. Estes elementos serão fundamentais para o 
desenvolvimento do programa de computador, objetivo da dissertação. Inicialmente serão 
apresentadas algumas convenções necessárias ao entendimento das equações, fundamentais para 
o desenvolvimento do programa. Em seguida serão desenvolvidas as equações de 
compatibilidade de deformações para os diversos domínios estabelecendo os limites entre os 
mesmos em termos de deformações. Depois de estabelecidos os limites entre os domínios, será 
determinada a curvatura em função das deformações. 
Para a consideração da não linearidade física do concreto optou-se pela integração 
analítica da curva do diagrama tensão-deformação do concreto. Inicialmente será estudada a 
capacidade de mobilização de esforços resistentes, força normal e momento fletor, só para a 
seção de concreto. Em seguida será somada a contribuição do aço, chegando-se à capacidade 









2.2 CONVENÇÕES DE SINAIS 
 
 Em todo o desenvolvimento das equações, será adotada a seguinte convenção de sinais: 
 forças e tensões de compressão: sinal positivo. 
 forças e tensões de tração: sinal negativo. 
Conseqüentemente, os encurtamentos serão positivos e os alongamentos negativos. 
A convenção adotada se justifica pelo fato da principal característica mecânica do 
concreto ser a resistência à compressão e, na maioria dos casos, a força normal atuante é uma 
força de compressão, ficando mais cômodo trabalhar com valores positivos. Embora seja 
contrária à convenção internacional de sinais, é a convenção adotada em grande parte dos textos 
referentes a concreto armado. 
 
2.3 DISTRIBUIÇÃO DA ARMADURA NA SEÇÃO 
 
Dos dados a serem fornecidos ao programa, um deles é a distribuição da armadura na 
seção transversal. Esta distribuição é essencial para o dimensionamento à flexão simples ou 
composta. A seção a ser tratada no contexto é a seção retangular, a distribuição prevista de 
armadura visa facilitar a programação e permitir variações de armaduras usadas na prática. Será 
permitido adotar armaduras diferentes nas extremidades e armaduras iguais na parte central da 
peça, sendo que a distância entre camadas centrais serão admitidas iguais. As distâncias da borda 
superior ao centro de gravidade da armadura superior e da borda inferior ao centro de gravidade 




A figura 2.1 indica a distribuição e a notação adotada. As camadas de aço são numeradas 


















Figura 2.1 – Distribuição da armadura. 
n’ = número de camadas (número de linhas). 
di = distância da camada genérica i a face superior (borda 2). 
Asi = soma das áreas das barras da camada i. 
As = área total de aço na seção. 
h = altura da seção. 
d1’ = distância do centro de gravidade da camada 1 a borda 1 (face inferior). 





2.3.1 Relações adimensionais 
 
h








2 =  
 
2.3.2 Distância da camada genérica i a borda 2 (face superior) 
 
Admitindo espaçamentos iguais entre as camadas, temos: 
( )''''' 1d2dh1n in2ddi −−−−+=                                                                                                       (2.1) 






−+=                                                                                                          (2.2) 










2.4 DIAGRAMAS TENSÃO-DEFORMAÇÃO 
 







Figura 2.2 - Diagrama tensão-deformação para aços 
 Observando o diagrama proposto pela NBR 6118:2003 e admitindo o mesmo 
comportamento tanto na tração como na compressão, podemos escrever as equações constitutivas 
do aço como: 
para ydsd εε0 ≤≤  temos:     sdsd ε.Esσ =                                                                                (2.4) 







2.4.2 Diagrama tensão deformação do concreto 
 
Figura 2.3 – Diagrama tensão-deformação do concreto 
O diagrama tensão-deformação idealizado é dividido em dois segmentos. No primeiro, 
cujas deformações variam de 0 a 2‰, as tensões são representadas por uma função do segundo 
grau. No segundo segmento, onde as deformações variam de 2‰ a 3,5‰, as tensões são 
representadas por uma reta constante com valor igual a 0,85. fcd. Partindo da equação proposta 
pela NBR 6118:2003, faremos algumas transformações matemáticas para facilitar o manuseio da 
mesma no decorrer do trabalho. 












11f.85,0σ    
Na primeira modificação, vamos substituir o termo cdf.85,0  por cdσ . Com a 
substituição, tanto o coeficiente de minoração da resistência pelo efeito da carga mantida (efeito 
Rüsch) como o coeficiente de ponderação do material, deverão ser introduzidos a posteriori no 




serviço e o estado limite último apenas com a variação dos coeficientes. Esta alteração permitirá 
um campo de aplicação ampliado ao programa. 
A segunda modificação será na deformação. Para facilitar o manuseio da equação vamos 
passar a trabalhar com as deformações multiplicadas por mil, ou seja, ao tratar de uma 
deformação, por exemplo, de 1,5‰ que significa 0,0015, será introduzido o valor 1,5. Para 
manter a compatibilidade da equação devemos introduzir o divisor mil no termo cε . 









⎛ −  
Substituindo o valor no termo entre colchetes, temos: 
( )[ ] 2cc2cc ε.250000ε.1000ε.250000ε.100011 +=+−−  
Introduzindo o divisor mil em cε , ou seja, 1000



























Fazendo as modificações na equação inicial, temos: 
( )cccdc ε44
ε
.σσ −=                                                                                                                    (2.6) 




para 2εc <  temos:       ( )cccdc ε44
ε
.σσ −=                                                                              (2.7) 
para 5,3ε2 c ≤≤  temos:       cdc σσ =                                                                                        (2.8) 
 
2.5 DOMÍNIOS DE DEFORMAÇÃO – ESTADO LIMITE ÚLTIMO 
 
 A figura 2.4 estabelece os limites de deformação que caracterizam os diversos estados 
limites para determinação dos esforços resistentes nas seções de concreto armado submetidas à 
força normal e momentos fletores. Na figura podemos identificar três pólos principais que 
definem os limites de deformações: o ponto A define o máximo alongamento permitido na 
armadura limitando a fissuração excessiva (reta a – tração uniforme); o ponto B limita o máximo 
encurtamento da borda comprimida (ruptura a compressão do concreto) e o ponto C limita as 
deformações nas seções inteiramente comprimidas, sendo que a compressão uniforme é 
caracterizada pela reta b com deformação máxima de 2‰ e a compressão não uniforme é 






Figura 2.4 – Domínios de deformação - estado limite último 
Baseado na hipótese de NAVIER-BERNOULLI, onde as seções transversais 
permanecem planas após as deformações, ou seja, as deformações têm variação linear, vamos 
escrever as equações de compatibilidade de deformação permitindo determinar a deformação em 
qualquer ponto da seção transversal. 
Para determinar as equações de compatibilidade de deformações, podemos agrupar 
domínios determinando regiões maiores definidas pelos pólos principais A,B e C conforme a 
seguir: 
Região 1 – pólo C – domínio 5. 
Região 2 – pólo B – domínios 3, 4 e 4a. 






2.5.1 Equações de compatibilidade de deformações 
 
Região 1 
 A figura 2.5 ilustra a região 1, onde a deformação (encurtamento) na borda superior do 
concreto é cε , na borda inferior do concreto é 1cε . Em uma barra de aço na posição genérica i ao 
longo da altura h a deformação vale sdiε . A profundidade da linha neutra, medida a partir da 
borda superior vale x. 
 































c −=                                                                                                                               (2.9) 























−=                                                                                                                        (2.10) 














=⇒−=                                                                                          (2.11) 













−=                                                                                          (2.12) 




















−=                                                                                                                     (2.13) 
Substituindo (2.9) em (2.13), temos: 

















−=⇒−⋅−=                                                                    (2.14) 
Região 2 
 A figura 2.6 ilustra a região 2, onde a deformação (encurtamento) na borda superior cε  é 
constante e igual a 3,5, a deformação em uma barra de aço na posição genérica i ao longo da 








Figura 2.6 – Deformações na região 2 









sdi −⋅=⇒−=   










−⋅=                                                                                                                   (2.15) 
Podemos observar que (2.15) é igual a (2.13) com cε  constante e igual a 3,5 e que se a 
fibra estiver abaixo da linha neutra, portanto tracionada, o sinal negativo resultará 
automaticamente da equação, pois di > x, logo xi ββ > . 
Região 3 
 A figura 2.7 ilustra a região 3, onde cε  é a deformação na borda superior do concreto, 
sdiε  é a deformação em uma fibra genérica na posição i ao longo da altura h e a deformação na 











Figura 2.7 – Deformações na região 3 

























−=                                                                                                                     (2.16) 
















β.10ε −−=                                                                                                                         (2.17) 
Manipulando (2.17), temos: 








−⋅=                                                                                        (2.18) 




















As equações (2.19), (2.15) e (2.13) são iguais, logo a equação (2.13) é geral e vale em todas as 
regiões. 
Em todas as equações relacionadas com sdiε , o sinal de sdiε  sai automaticamente. 
A equação (2.12) mostra que para compressão centrada ( 2ε 1c = ) ∞→xβ . 
A equação (2.18) mostra que para tração centrada ( 10εc −= ) ∞→xβ . 
 
2.5.2 Limites entre os domínios de deformação – E.L.U. 
 
 Para o desenvolvimento do programa será de grande utilidade saber os valores de xβ  
que estabelecem as fronteiras entre os domínios, pois o que se pretende é que dado um par de 
solicitações Nd e Md para uma seção conhecida, determinar as deformações que resultem em um 
par de esforços internos resistentes Nr e Mr que se equilibrem com Nd e Md. Para obter Nr e Mr 
será necessário arbitrar valores de xβ  e cε  ao mesmo tempo. Uma vez conhecido os limites entre 
os domínios e com os valores de Nd e Md é possível restringir a pesquisa a um determinado 
domínio, minimizando assim o esforço computacional. 
 A figura 2.8 representa as deformações genéricas que ocorrem nas regiões 2 e 3, nela 













Figura 2.8 – Deformações genéricas nas regiões 2 e 3 












5,3 =⇒⋅=⇒=  
























−⋅=                                                                                                                       (2.20) 
Considerando a figura 2.4 e com a equação (2.20), vamos determinar os valores de xβ  que 




Limite entre os domínios 1 e 2 
0=cε ; 101 −=sε ; substituindo em (2.20), temos: 
0β 21limx =−                                                                                                                               (2.21) 
Limite entre os domínios 2a e 2b 
2εc = ; 10ε 1s −= ; substituindo em (2.20), temos: 
( )





−⋅= −−                                                           (2.22) 
Limite entre os domínios 2b e 3 
5,3=cε ; 101 −=sε ; substituindo em (2.20), temos: 
( )





−⋅= −−                                                     (2.23) 
Limite entre os domínios 3 e 4 
5,3εc = ; yd1s εε −= ; substituindo em (2.20), temos: 







−⋅= −−                                                    (2.24) 
Limite entre os domínios 4 e 4a 










−⋅= −−                                                                       (2.25) 
Limite entre os domínios 4a e 5 













A curvatura do eixo de uma peça em uma seção pode ser expressa pela diferença das 
deformações específicas entre duas fibras quaisquer dividida pela distância entre as mesmas 
medidas perpendicularmente à linha neutra. A curvatura 1/r é uma grandeza com dimensão, 
podendo ser expressa,por exemplo, em cm-1, visando facilitar o equacionamento e o manuseio 
das expressões. Vamos a seguir definir uma curvatura adimensional. 










Figura 2.9 – Deformação em uma seção genérica 
Observando a figura 2.9, lembrando que estamos trabalhando com as deformações multiplicadas 













1                                                                                      (2.27) 
Por coerência com o problema estudado vamos trabalhar com a unidade de comprimento 
em cm, ficando a dimensão da curvatura na unidade cm1 . Vamos então definir uma curvatura 
majorada adimensional θ , onde o coeficiente de majoração será h.1000 , ficando θ  expressa da 
seguinte forma: 
r
1.h.1000θ =                                                                                                                               (2.28) 
















=                                                                                                     (2.29) 

















.h.1000θ ⋅=⇒⋅==  




εθ =                                                                                                                                       (2.30) 
Na equação (2.30), podemos observar que para 0βx = ,  0εc = , ficando θ  
indeterminado. Vamos então, escolher outro ponto para determinar a curvatura. Peguemos um 



























10θ −=                                                                                                                                   (2.31) 
Do exposto acima, podemos observar que na equação (2.13) ocorre o mesmo problema, 
ou seja, para 0βx = , 0εc =  ficando sdiε  indeterminado, vamos aproveitar os pontos escolhidos 

















εε −⋅=                                                                                                                      (2.32) 
Vamos tomar pontos no mesmo local, face superior e primeira camada de aço, para definir θ  
































Podemos observar que θ  é a inclinação da reta formada pelo plano da seção deformada em 
relação ao plano antes da deformação, o que nos permite escrever a deformação em uma fibra 
genérica ao longo da altura como a seguir: 
icsdi β.θεε −=                                                                                                                           (2.34) 
Observações: 
A equação (2.31) é um caso particular de (2.33) quando 0εc = . 
Quando temos tração uniforme, 10εc −= , a equação (2.33) se anula, ou seja, 0θ = , que é o 
mesmo caso da compressão uniforme, que substituindo em (2.30) ∞→xβ , 0θ→ . 
 
2.6 ESFORÇOS RESISTENTES DO CONCRETO (N,M) 
 
Os esforços resistentes do concreto: força normal e momento fletor, serão conhecidos 
determinando-se a resultante de compressão do bloco de tensões e a sua posição em relação à 
borda mais encurtada. A resultante de compressão e a distância a até a borda superior (fig. 2.13), 
serão determinadas através da integração da curva do diagrama tensão-deformação apresentado 
na figura 2.3. As hipóteses de cálculo são as mesmas do item 2.5 e os limites de deformação são 
os estabelecidos pela figura 2.4. 
As tensões de compressão e os encurtamentos serão admitidos positivos, os momentos 
serão supostos sempre positivos, tracionando a face inferior (borda 1) e comprimindo a face 
















cc=                                                                                                                             (2.36) 
onde: 
ccR = resultante de compressão no concreto; 
cA = área da seção transversal; 
a = distância da resultante de compressão à borda superior (fig. 2.13); 
h = altura da seção; 
η= força normal resistente do concreto reduzida adimensional; 

















Figura 2.11 – Deformação em uma seção genérica 
Da figura 2.11, temos: 
cε = Encurtamento máximo na borda superior; 
1cε = deformação na borda 1, pode ser alongamento ou encurtamento; 
'εc = deformação em uma fibra genérica à distância y da borda superior. 
















2.6.3 Equações constitutivas – tensão na fibra genérica 
 
 Vamos reescrever as equações (2.7) e (2.8), para a deformação 'εc  em uma fibra 
genérica: 




cdc −=                                                                           (2.38) 
para 5,3'ε2 c ≤<  temos:       cdc σ'σ =                                                                                      (2.39) 
 
2.6.4 Encurtamento mínimo 
 
 Para deduzir as expressões dos esforços resistentes, é interessante definir um 













Figura 2.12 – Encurtamento mínimo 












coc −⋅=⇒−=  para hx >                                                                          (2.40) 
resumindo, temos: 
0εco =  quando a linha neutra corta a seção 
1cco εε =  quando a linha neutra está fora da seção. 
 









σ ≤ σc cd 
 
Figura 2.13 – Resultante de compressão 
 Na figura 2.13, podemos observar, que a é à distância da resultante de compressão ao 
bordo superior, y é à distância do centro de gravidade da área elementar formada por b.dy a face 
superior, onde b é a largura da seção. A resultante de compressão e sua posição serão obtidas das 





ccc dy.b'.σR  ou ∫=
h
0







ccc dy.y.b'.σa.R  ou ∫=
h
0
ccc dy.y.b'.σa.R                                                                             (2.42) 
 
2.6.6 Relações fundamentais 
 
De (2.30), temos: 
θ
ε
β cx =                                                                                                                                     (2.43) 
onde: 
h
xβx =                                                                                                                                       (2.44) 
é a profundidade relativa da linha neutra e θ  é a curvatura majorada adimensional, definida em 
(2.28), e θ  vale: 
r
1.h.1000θ =  
da figura 2.12, temos: 
hxquando0εco ≤=                                                                                                           (2.45) 
de (2.44) é fácil ver que: 




de (2.43), podemos afirmar que: 
cx εθ1β ≥⇔≤  
logo, podemos escrever: 
θεpara0ε cco ≤=                                                                                                              (2.46) 









c1cco ⋅−=−=−⋅==  
substituindo (2.43) na expressão acima, temos: 
θεεε c1cco −==                                                                                                                      (2.47) 
de (2.44), podemos escrever: 
se 1β;hx x >>  
de (2.43), temos: 
cx εθ1β <⇔>  
portanto, podemos escrever: 
θεparaθεεε cc1cco >−==                                                                                              (2.48) 




























x =⇒=  
substituindo (2.44) na expressão acima, temos: 
θ
h
xεc ⋅=  
substituindo cε  na expressão de y , temos: 








=                                                                                 (2.49) 

















2.6.7 Divisão do estudo em dois casos 
 
 Analisando as integrais (2.41) e (2.42) podemos observar que ( )cc 'εfé'σ , em (2.49) e 
(2.50) observamos que ( ) ( )cc 'εfédye'εféy . A figura 2.13 mostra que b  é função de y ,mas 
como y  é função de c'ε , concluímos que b  também pode ser escrito como uma função de c'ε . 
Como observamos, todos os elementos das integrais podem ser escritos em função de c'ε . Vamos 
então substituir a variável y  pela variável c'ε , passando a integrar de cε  a coε  ao invés de 



























Figura 2.15 – Caso 2 
 Substituindo a variável de integração altura pela variável deformação, aparecerá nas 
expressões de η  e 'η  a variável coε , que valerá zero ou ( )θεc −  para θεc ≤  ou θεc >  ( 1βx ≤  
ou 1βx > ) respectivamente, isto é, para a linha neutra cortando a seção ou fora dela.  
A figura 2.14 ilustra o primeiro caso, onde a deformação na borda mais encurtada é 
menor ou igual a 2‰ e a figura 2.15 ilustra o segundo caso, onde a deformação n borda mais 
encurtada varia de 2‰ a 3,5‰. No segundo caso, para se respeitar o estado limite último, 
devemos impor: 
5,3εc ≤  para θεc ≤  ( 1βx ≤ )                                                                                                  (2.51) 
7
θ.32εc +≤  para θεc >  ( 1βx > )                                                                                            (2.52) 
 As expressões a serem deduzidas servirão para qualquer estado de solicitação, porém 
devemos respeitar o estado limite último caracterizado pela figura 2.4. Para tanto, vamos impor 
as deformações máximas na borda comprimida e as curvaturas máximas em função de xβ  de tal 








c −=  ; 3β.7
14θ
x −
= para 1βx >                                                                               (2.53) 
os limites acima se referem à região 1, cujo pólo de ruína é o pólo C. 
5,3εc =  ; 
xβ
5,3θ =  para ( ) 1βδ1
5,13
5,3
x1 ≤≤−                                                                            (2.54) 




β.10ε −−=  ; x1 βδ1
10θ −−=  para ( )1x δ15,13
5,3β −<                                                         (2.55) 
os limites acima se referem à região 3, cujo pólo de ruína é o pólo A. 
 
2.6.8 Compressão uniforme 
 
 Nas expressões a serem deduzidas pressupõe curvatura não nula. No caso de compressão 
uniforme, onde a curvatura é nula, devemos deduzir outras expressões específicas para o valor 
particular da curvatura igual a zero. Vamos então trabalhar com as expressões (2.35) e (2.36), 
lembrando que na compressão uniforme a curvatura vale zero e que o encurtamento é constante e 
menor ou igual a 2‰. 






η =⇒= , podemos também escrever que cccc A.'σR = , onde c'σ  é 




na compressão uniforme == cc ε'ε constante, logo de (2.38) temos: 
( ) ccdcccc A.σε44
ε
R ⋅−⋅= , igualando (2.35) e (2.38) vem: 





A.σ.η −⋅=⇒⋅−⋅=                                                              (2.56) 
para o estado limite último 2=cε , substituindo o valor de cε  em (2.56), temos: 
1η =                                                                                                                                           (2.57) 
observando a equação (2.42) e lembrando que a seção está inteiramente comprimida com tensão 













cdcc dy.y.b.σ.ηa.R  
observando a integral que faz parte da expressão é fácil ver que é o momento estático da área cA  
em relação a borda superior. Definindo: 
=2S momento estático em relação à borda superior. 
=2C distância do centro de gravidade a borda superior. 




2cdcc S.σ.ηa.R.: =  






cc =⇒=  
igualando as expressões, temos: 
h
C




β 22c = , temos: 
η.β'η 2c=                                                                                                                                    (2.58) 
no estado limite último, onde 1η = , temos: 
2cβ'η =                                                                                                                                       (2.59) 
 
2.6.9 Flexão composta caso 1 – ( 2εc ≤ ) 
 
 As expressões serão desenvolvidas para a seção retangular, onde a largura é constante, 
sendo que a área será a multiplicação da largura pela altura da seção, também constante. Para que 





Força normal reduzida adimensional – η 
 Na expressão (2.41), onde iremos substituir a variável de integração altura por 











cdc −=                                                                                                                 (2.38) 
( )'εε
θ
hy cc −⋅=                                                                                                                        (2.49) 
'εd
θ
hdy c⋅−=                                                                                                                            (2.50) 























⎛ −= ∫  



































∫ −−=  


















⎡ −−=  



































⎡ −−=  







c −−−=                                                                                             (2.60) 
Momento fletor reduzido adimensional – η' 
 Vamos tratar o momento fletor da mesma forma como tratamos a força normal, repetindo 





cc=                                                                                                                             (2.36) 
























































⎛ −= ∫  







−⋅−⋅−= ∫  
desenvolvendo a multiplicação, vem: 












































































































































+−−−−=                                                    (2.61) 
 
2.6.10 Flexão composta caso 2 - ( 2εc > ) 
 
 As condições para desenvolver as expressões são as mesmas admitidas em 2.6.9, sendo 
que será necessário respeitar o estado limite último; impondo as condições definidas por (2.51) e 
(2.52), conforme o estado de solicitação da seção. Observando as integrais (2.41) e (2.42) é fácil 
ver que a solução seguirá o mesmo caminho percorrido em 2.6.9, sendo apenas necessário dividir 
as integrais em duas parcelas, somando-as no final, isto quer dizer: vamos dividir o intervalo de 
integração em duas partes, de 2aεc  (trecho com tensões constantes no concreto) e de coεa2  
(trecho com as tensões definidas no concreto pela equação (2.38)). 
Força normal reduzida adimensional – η 
 Da mesma maneira que no item anterior, vamos repetir expressões já definidas. 
5,3'ε2 c ≤<  temos:       cdc σ'σ =                                                                                              (2.39) 


















































































∫∫ −−−=  




































































coc −−−=                                                                                                  (2.62) 
Momento fletor reduzido adimensional – η' 
 Vamos trabalhar a expressão (2.42), dividindo o intervalo de integração em duas etapas 
como a seguir: 








ccc dy.y.b'.σa.R , substituindo a variável de integração, vem: 






























⎡ −⋅= ∫∫  
substituindo a resultante de compressão multiplicada pelo braço de alavanca a em (2.36), temos: 









































⎛−⋅−⋅= ∫∫  












−⋅−⋅+−⋅−= ∫∫  















⎡ −⋅−  
 
na segunda parte da expressão, desenvolvendo a multiplicação e integrando, vem: 
































































































































































































































2.7 ESFORÇOS RESISTENTES DA SEÇÃO DE CONCRETO ARMADO 
 
 Uma vez que no item anterior determinamos os esforços resistentes do concreto, para 
determinar os esforços na seção de concreto armado vamos somar a contribuição da armadura aos 
esforços já definidos, tendo assim os esforços resistentes da seção de concreto armado. Para 
determinar a contribuição da armadura, utilizaremos expressões já definidas que serão 
apresentadas novamente a fim de elucidar as novas expressões a serem determinadas. Os limites 
de deformação são os impostos pela figura 2.4, respeitando-se assim o estado limite último para 
cada região. 
 
2.7.1 Deformação do aço na camada genérica i 
 














1sdsdi =−⋅=                                                                                             (2.32) 
onde: 
h









1 =  
 



















Figura 2.16 – Esforços resistentes e solicitações na seção 
 Observando a figura 2.16, vamos escrever as equações de equilíbrio de esforços para a 
seção, determinando as expressões para os esforços resistentes. 
∑+= 'n
1
sdiccd σ.AsiRNr  
( ) ( )∑ −+−= 'n
1





=dNr  força normal resistente de cálculo 
=dMr  momento fletor resistente de cálculo em relação ao centro de gravidade da seção 
=2C distância do centro de gravidade à borda superior 














d ⋅+= ∑  



































ω =                                                                                                                           (2.66) 
cdc
i σ.A
fyd.Asiω =                                                                                                                              (2.67) 
h





=ν  força normal da seção reduzida adimensional 
=µ  momento fletor em relação ao centro de gravidade da seção reduzido adimensional 
=ω  taxa mecânica de armadura 
=iω  taxa mecânica de armadura da camada i 





observando que o momento em relação ao centro de gravidade da seção referente ao esforço 












c −⋅= , temos: 















fyd.Asiω =⇒⋅=  








( )∑ −⋅+−= 'n
1
i2csdi2c ββ.σ.Asifyd.As
ω'ηη.βµ                                                                           (2.69) 
 
2.8 INÉRCIA EM FUNÇÃO DA CURVATURA ADIMENSIONAL θ 
 
 A inércia, considerando a não linearidade física, será obtida através da curvatura majorada 
adimensional θ, uma vez que a maneira a ser utilizada para o equilíbrio dos esforços resistentes 
com os esforços solicitantes será arbitrar valores para a profundidade da linha neutra e valores 
para as deformações da seção, o que significa na realidade variar a curvatura da peça para uma 
determinada profundidade de linha neutra. Uma vez equilibrados os esforços automaticamente 
obteremos a curvatura correspondente ao momento, no equilíbrio. Sabendo que a equação 
diferencial da linha elástica é baseada na curvatura, podemos então igualar a curvatura à equação 
diferencial da linha elástica, obtendo assim a inércia com a não linearidade física. Do exposto 






































































 Este capítulo é dedicado a uma explicação do programa computacional elaborado, onde 
serão apresentadas as suas características principais, as formas de entradas e saídas, bem como a 
estratégia de funcionamento. O programa foi desenvolvido na linguagem Delphi. Em seguida 




3.2.1 – Objetivo do programa 
 
 O objetivo do programa é determinar a relação momento-força normal-curvatura para 
uma seção conhecida, solicitações conhecidas e armaduras conhecidas. Uma vez determinada 
essa relação, determinaremos o momento de inércia relativo ao estado de equilíbrio. O momento 
de inércia assim calculado será utilizado como dado inicial para a solução da estrutura em um dos 
métodos de análise. Para alcançar o equilíbrio da seção será necessário variar a profundidade da 







3.2.2 – Descrição resumida do programa e entrada de dados 
 
 O programa é formado por três blocos distintos. O primeiro bloco é destinado à entrada 
de dados. O segundo é responsável pelos cálculos e o terceiro é destinado à saída de dados. 
 A entrada de dados pode ser feita diretamente na tela ou através de arquivo tipo texto. A 
saída de resultados tem funcionamento semelhante, ou seja, os resultados podem ser visualizados 
na tela ou gravados em arquivo tipo texto. A segunda parte do programa, responsável pelos 
cálculos, é composta por quatro procedimentos, duas funções e uma pesquisa inicial para 
encaminhar as incógnitas para o procedimento adequado. Cada procedimento é responsável pelo 
equilíbrio da seção em um determinado domínio ou conjunto de domínios. O primeiro trabalha 
com o domínio um, o segundo com os domínios dois a e dois b; o terceiro cobre os domínios três, 
quatro e quatro a. O quarto procedimento atua sobre o domínio cinco. 
Os dados de entrada estão divididos em dois conjuntos. O primeiro conjunto de dados está 
reservado para as informações relativas à estrutura como um todo, ou seja, características dos 
materiais que compõe a estrutura e coeficientes de ponderação. O segundo conjunto de dados 
contém as informações relativas a cada elemento que compõe a estrutura. Para cada elemento é 
necessário informar a geometria da seção, quantidade de aço, posição das armaduras e as 
solicitações atuantes na seção.  
Dados gerais da estrutura: 
fck: resistência característica do concreto à compressão 
fyk: resistência característica do aço 
Es: módulo de elasticidade do aço 




:sγ  coeficiente de ponderação do aço 
:fγ  coeficiente de ponderação das ações que engloba  3f2f1f e, γγγ  
:3fγ  parte do coeficiente de ponderação das ações fγ , que considera os desvios gerados nas 
construções e as aproximações feitas em projeto do ponto de vista das solicitações 
Efeito Rüsch (na expressão aparece com o nome EfeRu): minoração da resistência do concreto 
pelo efeito da carga mantida 
Tolerância de normal: erro em % permitido no equilíbrio da força normal 
Tolerância de momento: erro permitido em % no equilíbrio do momento 
Número de elementos que compõe a estrutura 
Dados dos elementos: 
Peça: numeração seqüencial a partir de um, representa a posição de uma variável na memória 
Local, trecho e nome: variáveis destinadas a identificar o elemento estrutural 
Elemento: número do elemento no programa de análise estrutural 
bw: largura da seção 
h: altura da seção 
As1: área de aço da primeira camada, junto à borda menos encurtada (borda 1) 
As2: área de aço da ultima camada, junto à borda mais encurtada (borda 2) 




d1’: distancia do C.G. de As1 à borda 1 
d2’: distância do C.G. de As2 à borda 2 
n': número de camadas de armadura 
N: solicitação, força normal 
M: solicitação, momento fletor 
 
3.2.3 Funcionamento e fluxograma reduzido 


















Na entrada de dados, controlamos o estado de trabalho que vamos efetuar o equilíbrio. 
Variando os coeficientes de ponderação, podemos efetuar os cálculos para os três estados 
definidos na NBR6118:2003 [13]. Estado limite último, estado limite de serviço e estado limite 
último para avaliação dos efeitos globais de segunda ordem. O programa trabalha com os 












γ.Mµ =  
c
3fcd γ
fck.EfeRu.γσ =  
As solicitações devem ser informadas com os valores de cálculo. Com exceção dos casos, 
cujos coeficientes de ponderação das ações têm o mesmo valor, as solicitações poderão ser 
fornecidas com os valores característicos. Supondo que as solicitações sejam fornecidas com os 
valores de cálculo, podemos representar os estados de equilíbrio da seguinte forma: 
ESTADO LIMITE ÚLTIMO 
1γe1γ f3f ==  
EfeRu = 0,85 e 4,1γc =  
ESTADO LIMITE DE SERVIÇO 
1γe1γ f3f ==  




ESTADO LIMITE ÚLTIMO PARA AVALIAÇÃO DOS EFEITOS GLOBAIS DE 2ª 
ORDEM 
1γe1,1γ f3f ==  
EfeRu = 1 e 4,1γc =  
  





2‰ 3,5‰ εc  
Figura 3.2 – Tensão-deformação – estados limites. 
O programa funciona baseado em duas funções principais. A função ν  (nu) que retorna a 
força normal reduzida adimensional. E a função µ  (mu) que retorna o momento fletor reduzido 
adimensional. As duas funções são similares no funcionamento: recebem, como dados de entrada, 
as características geométricas da seção, a armadura e sua distribuição na seção, a profundidade da 
linha neutra e a curvatura adimensional θ. Com os dados da seção e as características dos 
materiais, a função calcula o esforço interno resistente para a profundidade da linha neutra dada e 
a curvatura dada. 
Inicialmente, o programa armazena todas as variáveis necessárias para os cálculos. Em 




armazenados os esforços resistentes adimensionais reduzidos para os limites entre domínios, os 
quais passaremos a tratar por rν  a força normal resistente adimensional reduzida e rµ  o 
momento fletor resistente adimensional reduzido. Analogamente os esforços solicitantes 
adimensionais reduzidos serão tratados por sν  e sµ . Em seguida, com a margem de erro 
permitida no início, são calculados os limites inferior e superior, para sν  e sµ , criando um 
intervalo para aceitação do equilíbrio. Com o par de solicitações e os esforços resistentes para os 
limites entre os domínios, inicia-se a pesquisa para determinar o domínio ou o intervalo entre 
domínios, onde se encontra solução. Determinado o intervalo onde se encontra a solução, é 
acionada a rotina específica que contem o intervalo, esta será responsável pelo equilíbrio. 
As rotinas que fazem o equilíbrio dos esforços têm formas de trabalho semelhantes, elas 
diferem entre si nos limites impostos pelas regiões (ver figura 2.4). Em função da pesquisa do 
intervalo onde se encontra a solução, o programa assume o menor valor da linha neutra possível 
dentro da região e uma deformação pequena não nula. Com estes valores, é calculado rµ  e 
comparado com o limite inferior de sµ , enquanto o valor de rµ  for menor, o valor da 
deformação é incrementado, permanecendo a linha neutra fixa. Quando o valor da deformação 
atinge o valor limite da região, a deformação assume um valor pequeno não nulo e a linha neutra 
sofre um incremento. Esta operação se repete até que rµ  seja maior que o limite inferior de sµ . 
Quando rµ  supera simultaneamente os limites inferior e superior de sµ , a linha neutra retorna ao 
valor anterior, os incrementos são divididos por um fator, tornando-os menores, a deformação 
assume um valor pequeno não nulo, continuando a busca do equilíbrio, agora de forma mais 
refinada. Quando é satisfeita a condição para rµ , o programa verifica se o valor de rν  está entre 
os limites inferior e superior de sν . Se é satisfeita a condição também para rν , a solução foi 
alcançada. Caso contrário, a linha neutra retorna ao valor anterior, mantendo o valor do 
incremento inalterado, ou seja, com refinamento. A deformação assume um valor pequeno não 
nulo, o incremento retorna ao valor inicial, sem refinamento. Inicia-se novamente o processo para 
encontrar um novo par, profundidade de linha neutra e deformação, que resultem em valores de 
rµ  e rν  contidos dentro do intervalo de erro permitido. Este processo continua até que a solução 
seja encontrada ou até o limite da região. Sempre que o resultado não é obtido dentro de uma 




que representa o domínio cinco, quando o resultado não é alcançado, uma mensagem de erro é 
armazenada e o programa vai para a próxima seção a ser calculada. Após o equilíbrio dos 
esforços resistentes com os esforços solicitantes, o programa calcula a inércia em função da 
curvatura e armazena os dados. Além da inércia, que é o objetivo principal do programa, outros 
dados e serão armazenados. São eles: relação do momento de inércia em função da curvatura pelo 
momento de inércia da seção bruta, erro real no equilíbrio de cada solicitação, o domínio em que 
ocorreu o equilíbrio e número de iterações utilizado para o equilíbrio de cada seção.  
O processo de cálculo, utilizado nas rotinas de equilíbrio, é denominado por SANTOS [5] 
de "intervalos encaixantes". A obra citada do autor, embora voltada para o dimensionamento, é 
uma boa fonte de consulta para desenvolver programas para estruturas de concreto armado, seja 
para dimensionamento ou verificação. Outro ponto importante da obra, é que o autor chama a 
atenção para as expressões ou partes de expressões que, quando programadas, podem levar a 
erros (por exemplo: divisão por zero). O ponto crítico é apresentado e uma forma de contornar o 
problema é exposta. 
 
3.2.4 Saída de dados 
 
A saída de dados está dividida em quatro partes. Em todas as partes, são mostrados os 
dados que permitem identificar um elemento. Todas as saídas podem ser visualizadas na tela ou 
impressas. Os arquivos de saídas criados têm o mesmo nome do arquivo de entrada, variando-se 
apenas a extensão. Cada extensão procura lembrar o tipo de dado gravado no arquivo.A primeira 
saída, mostra a curvatura, a profundidade da linha neutra e o número de iterações. A segunda 
mostra o momento de inércia em função da curvatura, o momento de inércia da seção bruta e a 
relação entre eles. A terceira saída de dados, mostra os erros de equilíbrio e a quarta o domínio 





3.3 – MODELOS ESTUDADOS 
 
 Dois modelos serão estudados. O primeiro modelo é o utilizado no trabalho de 
KAEFER, BITTENCOURT e FRANÇA [4]. A utilização deste modelo tem por finalidade 
avaliar a forma de consideração da não linearidade física utilizada neste trabalho. O segundo é 
um modelo criado especificamente para este trabalho. Os dois modelos têm características 
semelhantes, são edifícios com dupla simetria de plantas regulares e alturas de piso a piso 
constantes. As sobrecargas utilizadas são referentes à de edifícios residenciais ou comerciais para 
escritórios. Os pilares têm índice de esbeltez menor do que 90, podendo ser dimensionados por 
processos simplificados. Os dois edifícios tem o coeficiente γz compreendido entre 1,1 e 1,3, o 
que classifica ambas as estruturas como “estruturas de nós móveis”, sendo obrigatório a 
consideração dos efeitos globais de 2ª ordem. Os limites de deslocamentos horizontais 
provocados pela ação do vento foram respeitados nos dois modelos. As reações das lajes foram 
consideradas de forma simplificada, considerando a cargas atuantes nos triângulos ou trapézios 
formados pelas retas inclinadas a partir dos apoios, sendo que o ângulo formado entre a reta que 
define o apoio e a reta que determina a divisão entre áreas foi considerado 45º entre apoios do 
mesmo tipo e 60º com o apoio engastado quando outro é simplesmente apoiado. A carga de vento 
foi considerada uniforme em cada pavimento sendo calculada automaticamente pelo programa 
TQS e distribuída da seguinte forma: a altura para cálculo do fator S2 foi a altura média entre 
pavimentos, iniciando entre o térreo e primeiro e finalizando entre o penúltimo e último andar. A 
área considerada para incidência do vento para cada valor de S2 é a área definida pela distância 
entre pisos e a largura total medida entre faces externas de pilares extremos. A carga resultante 
para cada lance de estrutura foi aplicada metade no nível do pavimento superior e metade no 
nível do pavimento inferior, com exceção do primeiro lance onde a carga foi aplicada 
integralmente no piso do primeiro pavimento. Como o programa para análise da não linearidade 
física foi desenvolvido para flexão no plano, e para modelagem e resolução de parte do problema 
utilizou-se um programa comercial cuja modelagem se deu de forma tridimensional, as cargas de 
vento foram aplicadas de forma a não provocar nenhuma torção no conjunto tendo somente efeito 




3.3.1 Combinações consideradas no dimensionamento 
 
 A combinação das ações para dimensionamento e verificações das deformações segue as 
disposições da NBR6118:2003 [13]. Os coeficientes de ponderação no estado limite último estão 
definidos em 11.7.1 e as combinações últimas usuais estão apresentadas na tabela 11.3, de onde 
resultou as seguintes combinações para o estado limite último: 
(Combinação 1)  ( )vento,qkvertical,qkgk1d F6,0F4,1F4,1F ++=  
(Combinação 2)  ( )vento,qkvertical,qkgk2d FF5,04,1F4,1F ++=  
 A deformabilidade da estrutura em serviço será verificada considerando o vento como 
ação principal. As combinações de serviço estão indicadas na tabela 11.4 da NBR6118:2003 [13], 
de onde resultou: 
vertical,qkvento,qkgkserv,d F3,0F3,0FF ++=  
 
3.3.2 Critérios considerados na análise dos modelos 
 
 As disposições gerais para verificação da estabilidade global e a consideração da não 
linearidade física e geométrica são apresentadas no capítulo 15 da NBR6118:2003 [13]. Os itens 






15.4.2 Estruturas de nós fixos e estruturas de nós móveis 
As estruturas são consideradas, para efeito de cálculo, como de nós fixos, quando os 
deslocamentos horizontais dos nós são pequenos e, por decorrência, os efeitos globais de 2ª 
ordem são desprezíveis (inferiores a 10% dos respectivos esforços de 1ª ordem). Nessas 
estruturas, basta considerar os efeitos locais e localizados de 2ª ordem. 
As estruturas de nós móveis são aquelas onde os deslocamentos horizontais não são pequenos e, 
em decorrência, os efeitos globais de 2ª ordem são importantes (superiores a 10% dos 
respectivos esforços de 1ª ordem). Nessas estruturas devem ser considerados tanto os esforços de 
2ª ordem globais como os locais e localizados. 
15.3 Princípio básico de cálculo 
A deformabilidade dos elementos deve ser calculada com base nos diagramas tensão-
deformação dos materiais definidos na seção 8. A tensão de pico do concreto deve ser igual a 
1.10 fcd, já incluído o efeito da carga mantida(Rüsch), e a do aço igual a fyk, com os valores de γc 
e γs utilizados para o ELU. 
15.3.1 Relações momento curvatura 
O principal efeito da não-linearidade pode, em geral, ser considerado através da construção da 
relação momento-curvatura para cada seção, com armadura suposta conhecida, e para o valor 
de força normal atuante. 
pode ser considerada também a formulação de segurança em que se calculam os efeitos de 2ª 
ordem das cargas majoras de γf/γf3 com γf3 = 1,1, com a seguinte equação: 






















15.5.3 Coeficiente γz 
O coeficiente γz de avaliação da importância dos esforços de segunda ordem globais é valido 
para estruturas reticuladas de no mínimo quatro andares. Ele pode ser determinado a partir dos 
resultados de uma análise linear de primeira ordem, para cada caso de carregamento, adotando-
se os valores de rigidez dados em 15.7.3. 











M1tot,d é o momento de tombamento, ou seja, a soma dos momentos de todas as forças horizontais 
da combinação considerada, com seus valores de cálculo, em relação à base da estrutura; 
∆Mtot,d é a soma dos produtos de todas as forças verticais atuantes na estrutura, na combinação 
considerada, com seus valores de cálculo, pelos deslocamentos horizontais de seus respectivos 
pontos de aplicação, obtidos da análise de 1ª ordem. 
Considera-se que a estrutura é de nós fixos se for obedecida a condição: 1,1z ≤γ . 
15.7.2 Análise não-linear com 2ª ordem 
Uma solução aproximada para determinação dos esforços globais de segunda ordem consiste na 
avaliação dos esforços finais (1ª ordem + 2ª ordem) a partir da majoração adicional dos 
esforços horizontais da combinação de carregamento considerada por 0,95γz . Esse processo só 




15.7.3 Consideração aproximada da não-linearidade física 
Para a análise dos esforços globais de 2ª ordem, em estruturas reticuladas com no mínimo 
quatro andares, pode ser considerada a não-linearidade física de maneira aproximada, 
tomando-se como rigidez dos elementos estruturais os valores seguintes: 
lajes:  (EI)séc=0,3EciIcvigas:  (EI)séc=0,4 EciIc para ss A'A ≠  (adotado nos modelos) e 
             (EI)sec=0,4 EciIc para ss A'A =  
pilares: (EI)sec=0,8EciIc (adotado nos modelos) 
onde Ic é o momento de inércia da seção bruta de concreto, incluindo, quando for o caso, as 
mesas colaborantes. 
 
3.3.3 Descrição dos modelos e cargas 
 
3.3.3.1 Modelo 1 - KAEFER, BITTENCOURT e FRANÇA [4]. 
 
 O edifício é constituído por 16 pavimentos tipo, com distância de piso a piso de 2,80m. 
A arquitetura do pavimento tipo é a indicada na figura 3.3. A espessura acabada das alvenarias é 
de 15cm. O peso especifico aparente da alvenaria acabada é de 13,55 kN/m³. A estrutura do 
pavimento tipo é a indicada na figura 3.4. As alvenarias apoiadas sobre as lajes foram 










Figura 3.4 – Estrutura do pavimento tipo – Modelo1. 
Materiais utilizados e critério de projeto 
 A resistência característica do concreto utilizada no projeto foi de 25 MPa com classe de 
agressividade ambiental do tipo I. Esta consideração resultou em cobrimento de 2cm para lajes e 
2,5cm para vigas e pilares, conforme estabelecido pela NBR:6118 [13]. 
 Os critérios para composição das cargas horizontais de vento foram estabelecidos de 
acordo com a NBR 6123, adotando os parâmetros a seguir: 




Fator topográfico S1 = 1 correspondente a terrenos planos ou fracamente acidentados. 
Fator estatístico S3 = 1 correspondente a edificações residenciais, comerciais ou industriais com 
alto fator de ocupação. 
O fator S2 que representa a combinação da rugosidade do terreno com a variação da velocidade 
em função da altura e as dimensões da edificação, foi determinado para a altura média de cada 
pavimento considerando as seguintes características: 
Rugosidade do terreno, categoria VI: referente a subúrbios densamente construídos de grandes 
cidades. 
Dimensões da edificação, classe B: referente a toda edificação cuja maior dimensão horizontal ou 
vertical da superfície frontal esteja entre 20m e 50 m. 





⎛=    
Onde z é a altura acima do terreno em metros, b e Fr são tabelados em função da categoria de 
rugosidade e classe da edificação, tendo os seguintes valores para a edificação em questão: 
b = 0,85 
Fr = 0,98 
p = 0,125 
 O coeficiente de arrasto Ca é função da relação entre as dimensões em planta e a relação 
entre a altura e o lado de exposição ao vento. O valor a ser utilizado foi obtido da figura 4 da 
NBR 6123 que estabelece os valores de Ca para edificações paralelepipédicas em vento de baixa 




Ca = 1,34, com as seguintes dimensões: l1 = 12,40m, l2 = 12,40m e h = 44,80m. 
 
Composição de cargas na estrutura 
Lajes (h = 12cm) 
peso próprio = 0,12x25     = 3,00 
paredes         =                   = 0,91 
revestimento =                   = 1,00______          
g                    =                   = 4,91 kN/m² 
 
q                    =                   = 2,00 kN/m² 
V1=V3=V4=V6 (14cm x 60cm) 
peso próprio      = 2,10 
paredes              = 4,47 
lajes                   = 5,39______          
g                        = 4,91 kN/m 
 








V2=V5 (14cm x 60cm) 
peso próprio      =   2,10 
paredes              =   4,47 
lajes                   = 18,68______          
g                        =  25,25 kN/m 
 
q (lajes)             = 7,60 kN/m 
Cargas de vento por pavimento 
Tabela 3.1 – Forças de vento – Modelo1 
 
Forças de vento 
Modelo 1 - Kaefer           
Unidades kN e m           
( * ) - Cálculo automático efetuado pelo programa - utilizado na solução. 
pavimento H para S2 S2 Q/pav H aplic Fh Fh Fh ( * ) 
1 1,40 0,65 19,52 2,80 32,37 33,00 
2 4,20 0,75 25,70 5,60 27,45 28,00 
3 7,00 0,80 29,20 8,40 30,48 31,10 
4 9,80 0,83 31,76 11,20 32,79 33,45 
5 12,60 0,86 33,82 14,00 34,69 35,40 
6 15,40 0,88 35,56 16,80 36,32 37,05 
7 18,20 0,90 37,07 19,60 37,75 38,50 
8 21,00 0,91 38,42 22,40 39,03 39,80 
9 23,80 0,93 39,64 25,20 40,20 41,00 
10 26,60 0,94 40,76 28,00 41,28 42,10 
11 29,40 0,95 41,80 30,80 42,28 43,10 
12 32,20 0,96 42,76 33,60 43,21 44,05 
13 35,00 0,97 43,66 36,40 44,08 44,95 
14 37,80 0,98 44,51 39,20 44,91 45,80 
15 40,60 0,99 45,31 42,00 45,69 46,60 









3.3.3.2 Modelo 2 - FONTANA 
 O edifício é constituído por 14 pavimentos, sendo do 1º ao 12º pavimentos tipo. O 13º e 
o 14º formam o reservatório de água. A arquitetura do pavimento tipo está indicada na figura 3.5. 
As alvenarias têm espessura acabada de 25cm e peso específico aparente de 18 kN/m³. A 
estrutura do pavimento tipo esta representada na figura 3.6, sendo que do térreo ao primeiro 
pavimento, os pilares têm seção de 60cm x 60cm e nos demais lances seção de 55cm x 55cm. As 
vigas têm seção de 22cm x 70cm no pavimento tipo. No 13º e 14º pavimento, que formam as 
paredes do reservatório de água, na modelagem da estrutura foram consideradas vigas com seção 
de 22cm x 120cm. Permitindo trabalhar exclusivamente com elementos de barra e conferindo 
uma rigidez maior no topo do edifício devido às paredes do reservatório. O restante da parede foi 
considerado como carga permanente atuando sobre as vigas do 13º pavimento. A carga de água 
foi separada em duas partes. A primeira parte equivalente a 1,10m de altura foi considerada carga 
permanente (reserva de incêndio). O restante, 1,65m de altura, como carga acidental. Embora a 
NBR6118 em 11.4.1.3 estabeleça para ponderação das cargas de água o coeficiente γf = γf3 = 1,2, 
a carga de água foi considerada como as demais cargas do edifício utilizando γf = 1,4. No topo do 
edifício foi aplicado em cada pilar uma carga de 200 kN a fim de aumentar o coeficiente γz. As 
lajes tem espessura de 15cm no pavimento tipo e na tampa do reservatório (14º pavimento). No 
fundo do reservatório, 13º pavimento, a espessura é de 25cm. As alvenarias apoiadas sobre as 






Figura 3.5 – Arquitetura do pavimento tipo – Modelo2. 
 





Materiais utilizados e critério de projeto 
 A resistência característica do concreto utilizada no projeto foi de 30 MPa com classe de 
agressividade ambiental do tipo I. Esta consideração resultou em cobrimento de 2cm para lajes e 
2,5cm para vigas e pilares, conforme estabelecido pela NBR:6118 [13]. 
 Os critérios para composição das cargas horizontais de vento foram estabelecidos de 
acordo com a NBR 6123, adotando os parâmetros a seguir: 
V0 = 45m/s 
S1 = 1 
S3 = 1 
S2 → categoria IV, classe B. Resultando em: 
b = 0,85 
Fr = 0,98 
p = 0,125 








Composição de cargas na estrutura 
Lajes – 1º ao 12º pavimento (h = 15cm) 
peso próprio = 0,15x25     = 3,75 
paredes         =                   = 3,66 
revestimento =                   = 1,50______          
g                    =                   = 8,91 kN/m² 
 
q                    =                   = 2,00 kN/m² 
Laje – 13º pavimento (h = 25cm) 
peso próprio = 0,25x25     =  6,25 
água              =                   = 11,0 
impermeab.   =                   = 1,50______          
g                    =                   = 18,75 kN/m² 
 
q (água)         =                   = 16,50 kN/m² 
Laje – 14º pavimento (h = 15cm) 
peso próprio = 0,15x25     = 3,75 
revestimento =                   = 1,50______          
g                    =                   = 5,25 kN/m² 
 






V1 a V4 1º ao 12º pavimento(22cm x 70cm) 
peso próprio      =  3,85 
paredes              = 10,35 
lajes                   = 15,59______          
g                        = 29,79 kN/m 
 
q (lajes)             =   3,50 kN/m 
V1 a V4 13º pavimento(22cm x 120cm) 
peso próprio      =  6,60 
paredes              =  7,15 
lajes                   = 32,81______          
g                        = 46,56 kN/m 
 
q (lajes)             =  28,88 kN/m 
V1 a V4 14º pavimento(22cm x 120cm) 
peso próprio      =  6,60 
lajes                   =  9.19______          
g                        = 15,79 kN/m 
 







Cargas de vento por pavimento 
Tabela 3.2 – Forças de vento – Modelo 2 
 
Forças de vento 
Modelo 2 - Fontana           
Unidades kN e m           
( * ) - Cálculo automático efetuado pelo programa - utilizado na solução. 
pavimento H para S2 S2 Q/pav H aplic Fh Fh Fh ( * ) 
1 1,50 0,66 17,29 3,00 28,60 29,25 
2 4,50 0,75 22,61 6,00 24,15 24,70 
3 7,50 0,80 25,69 9,00 26,82 27,45 
4 10,50 0,84 27,94 12,00 28,85 29,50 
5 13,50 0,86 29,76 15,00 30,52 31,12 
6 16,50 0,89 31,29 18,00 31,95 32,70 
7 19,50 0,91 32,62 21,00 33,22 34,00 
8 22,50 0,92 33,81 24,00 34,35 35,15 
9 25,50 0,94 34,88 27,00 35,38 36,20 
10 28,50 0,95 35,87 30,00 36,32 37,15 
11 31,50 0,96 36,78 33,00 37,20 38,05 
12 34,50 0,97 37,62 36,00 38,02 38,90 
13 37,50 0,98 38,42 39,00 38,79 39,70 
14 40,50 0,99 39,16 42,00 19,58 20,05 
 
 
3.3.4 Observações sobre o programa e formas de análise dos modelos 
 
 Para interpretação dos resultados, é necessário elucidar o desempenho alcançado pelo 
FLAIFCUR (Programa de computador desenvolvido para calcular o momento de inércia em 
função da curvatura da seção).  
 Nas peças que têm como esforços solicitantes predominantes a força normal, que é o 
caso de pilares, a precisão dos resultados foi de ±5%. Esta precisão foi estabelecida comparando-
se as solicitações com os esforços internos resistentes no instante do equilíbrio dos esforços. Esta 




processo iterativo quando os valores encontrados estão próximos dos valores de entrada, a menos 
de um erro. A margem de erro de ±5% no equilíbrio de  esforços  significaram nas seções 
utilizadas para aferição do programa, um erro em torno de ±15 na curvatura da seção. Este erro 
na curvatura se propaga para o momento de inércia, cujo erro é da mesma magnitude. Observou-
se também, que quando o equilíbrio ocorre no domínio 5 com pequenas curvaturas, onde se 
esperava um momento de inércia próximo do valor do momento inércia da característica 
geométrica da seção, obteve-se valores em torno de 20% do momento de inércia da seção bruta. 
Isto sugere que o processo não é preciso próximo à compressão uniforme. 
 Nas peças solicitadas predominantemente à flexão, que é o caso de vigas, o programa 
não deu resultados confiáveis. Nos testes efetuados, onde se esperava que no equilíbrio dos 
esforços, a somatória de forças normais fosse nula, a menos de um erro, ou seja, admitiu-se um 
resíduo de força normal, o resíduo de força normal foi grande em relação às seções estudadas. 
Em testes com uma seção fixa e armaduras fixas com vários valores de momentos, partindo de 
um valor pequeno e seguindo no sentido crescente, esperava que as curvaturas seguissem o 
mesmo sentido crescente dos momentos, porém ocorreram anomalias: a curvatura vem no sentido 
crescente e repentinamente passa a decrescer para valores de momentos maiores que o anterior. 
Comparando com os valores experimentais das curvaturas da V1A do trabalho do RELVAS [12], 
os resultados só foram satisfatórios para um resíduo de força normal reduzida de 0,005, porem 
com esta precisão o programa não conseguiu fazer o equilíbrio para a maioria das solicitações, 
ver tabela 3.3. Para observar a tabela 3.3, é necessário que se esclareça que a V1A apresentou as 
primeiras fissuras com um momento de 6.9 kNxm. O primeiro valor que o programa conseguiu 
determinar a curvatura, referente ao momento de 3,9012 kNxm. Esta coerente, uma vez que o 
programa considera a seção fissurada. O momento de inércia calculado pela curvatura 
determinada pelo programa é 33% menor do que o calculado pela curvatura real. Esta diferença é 
a comumente encontrado na prática. No segundo valor que o programa obteve resultado, com a 
seção fissurada, a diferença é de 7%. Isto mostra que as rotinas de equilíbrio estão corretas, 
porém há dificuldades no refinamento da pesquisa. Este fato levou a uma quarta forma de análise, 
onde nos pilares foi considerado o momento de inércia obtido através da curvatura e nas vigas o 





Tabela 3.3 – Resultados experimentais – Curvatura Relvas x Flaifcur 
 
RELVAS FLAIFCUR 
Curvaturas adimensionais (x1000h) 
Resíduo de força normal reduzida M (kNxm) Curvatura 
experimental 0,03 0,01 0,005 
0,2347 0,5353 ******* ******* ******* 
3,9012 1,4520 3,9369 3,7293 2,5367 
7,5677 2,4703 4,7837 4,7871 ******* 
11,2342 3,4232 12,0000 11,7120 ******* 
14,9007 4,3049 11,5000 13,2911 4,6101 
16,7339 4,8589 13,5799 11,7092 ******* 
18,5672 12,2140 9,1332 8,3766 ******* 
 
 Os dois modelos foram analisados de quatro formas distintas. Na primeira forma de 
análise os esforços finais (1ª ordem + 2ª ordem) foram obtidos a partir da majoração adicional 
dos esforços horizontais da combinação de carregamento considerada por 0,95γz. A inércia para 
levar em conta a não linearidade física foram às prescritas em 15.7.3 [13]. Na segunda forma de 
análise, considerou-se a NLF através da redução das inércias conforme item 15.7.3 [13] e a NLG 
através do processo p-delta. Estas duas primeiras formas de análise foram feitas integralmente 
com o auxílio do programa TQS. Destas duas primeiras análises, foram extraídas as armaduras e 
as solicitações para o cálculo dos momentos de inércia em função da curvatura. A análise que 
resultou em maiores solicitações e conseqüentemente maiores armaduras, foi a segunda forma.A 
terceira forma de análise foi igual à segunda substituindo-se as inércias reduzidas conforme o 
item 15.7.3 [13] pelas às calculadas pelo FLAIFCUR (M-N-1/r). A quarta forma de análise surgiu 
em função das incertezas dos resultados de vigas no programa FLAIFCUR. Desta forma criou-se 
um modelo híbrido, onde nos pilares foram considerados os momentos de inércia através da 
curvatura e nas vigas as inércias reduzidas conforme o item 15.7.3 [13]. Podendo assim avaliar as 
diferenças de comportamento em função das alterações das inércias dos pilares. A não-
linearidade geométrica foi considerada através do processo p-delta. Na terceira e quarta forma de 
análise, os modelos foram resolvidos somente para a combinação 2 que tem como ação principal 
o vento. A combinação 2 foi a que resultou as maiores deformações nas duas primeiras formas de 
análise. Sendo a entrada de dados das inércias de forma manual, não justifica a solução de 




modelo serão apresentados os resultados das quatro formas de análise denominadas conforme a 
seguir: 
ALx0,95Gz – consideração da NLFG através da majoração dos esforços horizontais por 0,95γz . 
ANLG – NLG através do p-delta. NLF através da redução da inércia conforme 15.7.3 [13]. 
ANLFG - NLG através do p-delta. NLF com a inércia através da curvatura. 
ANLFG-V0,4 - NLG através do p-delta. NLF em pilares com a inércia através da curvatura e em 
vigas a inércia reduzida conforme 15.7.3 [13]. 
 Para a terceira e quarta forma de análise a estrutura foi discretizada da seguinte forma: 
cada lance de pilar foi dividido em cinco barras e as vigas foram divididas em barras de um metro 
de comprimento. Para obtenção da curvatura foi considerado a força normal e o maior momento 
atuante em cada elemento da estrutura. 
 Na primeira e segunda forma de análise. Para dimensionamento das vigas a estrutura foi 
agrupada em partes. No modelo 1 as vigas foram agrupadas do 1º ao 8º pavimento e do 9º ao 16º 
pavimento. O modelo 2 foi dividido em quatro grupos. 1º pavimento, 2º ao 6º pavimento, 7º ao 
12º pavimento e 13º com 14º formando o quarto grupo. 
 Os momentos de inércia obtidos através da relação M-N-1/r Foram agrupados em faixas 
de valores para facilitar a entrada de dados para a terceira e quarta forma de análise. A variação 
estabelecida foi de cinco em cinco pontos percentuais em relação ao momento de inércia da seção 
bruta. O módulo de elasticidade do concreto adotado nas quatro formas de análise foi o módulo 
de elasticidade secante conforme item 8.2.8 da NBR6118 [13]. 
Ecs = 0,85.Eci , onde: 
2/1






 Os resultados apresentados se restringirão ao coeficiente γz e às deformações ao longo da 
altura de cada modelo. Os resultados apresentados serão sempre os referentes à combinação 2 que 
tem o vento como ação principal No modelo 1 serão apresentados também os esforços resultantes 
em alguns elementos estruturais. Os elementos estruturais de comparação são os mesmos 
apresentados no trabalho de KAEFER, BITTENCOURT e FRANÇA [4]. 
 
3.3.5.1 Modelo 1 
 
 A estrutura tem coeficiente γz = 1,262 e coeficiente para majoração adicional dos 
esforços horizontais 0,95 γz = 1.199. As deformações referentes a cada forma de análise estão 











Tabela 3.4 – Deformações – Modelo 1 
 
MODELO 1 
    deslocamentos (cm) 
pav altura (m) ALx0,95Gz ANLG ANLFG-V0,4 ANLFG 
Térreo 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
1º 2,80 0,93 1,01 1,34 1,88 
2º 5,60 2,78 3,13 3,66 5,41 
3º 8,40 4,99 5,71 6,33 9,60 
4º 11,20 7,29 8,43 9,07 14,01 
5º 14,00 9,57 11,10 11,71 18,35 
6º 16,80 11,73 13,61 14,17 22,47 
7º 19,60 13,75 15,92 16,43 26,29 
8º 22,40 15,60 18,00 18,46 29,78 
9º 25,20 17,28 19,83 20,28 32,99 
10º 28,00 18,76 21,43 21,87 35,90 
11º 30,80 20,05 22,79 23,23 38,42 
12º 33,60 21,14 23,92 24,38 40,54 
13º 36,40 22,03 24,82 25,30 42,26 
14º 39,20 22,73 25,52 26,03 43,63 
15º 42,00 23,23 26,03 26,59 44,70 
























ALx0,95Gz ANLG ANLFG-V0,4 ANLFG
 
Figura 3.7 – Deformações – Modelo1 
 Podemos observar pelas deformações que a quarta forma de análise (ANLFG-V0,4), que 
difere da segunda apenas nos momentos de inércia dos pilares, resultaram em valores mais 
próximos dos processos simplificados estabelecidos pela NBR6118 [13]. A terceira forma de 
análise (ANFG) que considerou nas vigas os momentos de inércia calculados em função da 
curvatura. Sabendo que os resultados não se mostraram confiáveis nos testes efetuados com o 
programa e considerando que, nos dois modelos, os valores de inércia encontrados para as vigas 
foram de 20% a 30% da inércia da seção bruta. Esta hipótese deve ser desprezada. Ela serve 
apenas para ilustrar a importância da rigidez das vigas no comportamento global da estrutura. 
Na tabela 3.5 podemos comparar os valores de solicitações encontrados por KAEFER, 




da tabela, considerando a imprecisão do FLAIFCUR e lembrando que o modelo teve uma 
discretização maior na hipótese da NLFG, podemos concluir que os resultados são satisfatórios e 
que se equivalem. Ao observar a tabela não vamos nos fixar nas diferenças numéricas entre os 
dois modelos, pois a quantidade de dados manipulados é muito grande e qualquer troca 
involuntária de dígito pode ocasionar pequenas diferenças. O importante é que os valores são da 
mesma magnitude, com exceção da carga normal no P2, cuja diferença é da ordem de 30%. 
Podemos também observar que nas duas primeiras colunas, no P5, parece ter havido uma 
inversão entre os dois primeiros dígitos, pois nos outros pilares a carga normal varia de uma 
forma de análise para a outra, de aproximadamente 1%. Comparando dentro de um mesmo 
modelo, como ocorre a variação de esforços. Podemos dizer que a carga normal é praticamente a 
mesma entre as diferentes formas de análise, e que, o momento fletor cresce da AL para a ANLG 
e decresce da ANLG para a ANLFG. Este comportamento ocorre em ambos os modelos. Com 
isto podemos concluir que os modelos têm comportamento semelhante.  
Tabela 3.5 – Comparação de solicitações – Kaefer x Fontana 
 
Modelo1 - resultados de esforços - Kaefer x Fontana 
Pilares no primeiro lance - (1º andar) 
Unidades - kN e m 
peça modelo Esforço ALx0.95Gz ANLG ANLFG-0.4V ANLFG 
Kaefer 2484,90 2566,30 2521,20 ******** 
Fontana 
N 
2356,90 2422,20 2436,40 2480,00 




141,90 148,78 144,04 185,37 
  
Kaefer 4738,20 4741,30 4762,00 ******** 
Fontana 
N 
3576,80 3577,00 3586,60 3594,00 




322,72 341,24 302,34 389,62 
  
Kaefer 8949,80 8986,50 10093,30 ******** 
Fontana 
N 
9890,90 9890,30 9895,50 9667,50 









3.3.5.2 Modelo 2 
 
 A estrutura tem coeficiente γz = 1,233 e coeficiente para majoração adicional dos 
esforços horizontais 0,95 γz = 1.171. As deformações referentes a cada forma de análise estão 
apresentadas na tabela 3.6 e representadas na figura 3.8. 
Tabela 3.6 – Deformações – Modelo 2 
 
MODELO 2 
    deslocamentos (cm) 
pav altura (m) ALx0,95Gz ANLG ANLFG-V0,4 ANLFG 
Térreo 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
1º 3,00 0,92 0,99 1,25 1,79 
2º 6,00 2,99 3,31 3,77 5,61 
3º 9,00 5,47 6,18 6,71 10,34 
4º 12,00 7,99 9,11 9,67 15,30 
5º 15,00 10,42 11,91 12,46 20,08 
6º 18,00 12,67 14,48 15,01 24,51 
7º 21,00 14,73 16,79 17,30 28,55 
8º 24,00 16,56 18,82 19,29 32,21 
9º 27,00 18,17 20,55 21,01 35,46 
10º 30,00 19,53 22,00 22,45 38,21 
11º 33,00 20,62 23,15 23,63 40,43 
12º 36,00 21,43 23,99 24,53 42,10 
13º 39,00 21,92 24,50 25,17 43,19 
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Figura 3.8 – Deformações – Modelo 2 
 Observando o gráfico fica claro que o comportamento do modelo 2 é semelhante ao 







3.3.6 Comparação dos resultados 
 
 A quantidade de dados é grande para apresentar todos os resultados neste trabalho. Para 
podermos visualizar as diferenças entre as formas de análise, serão apresentados os resultados do 
dimensionamento de pilares para o primeiro lance, para a hipótese de carregamento mais 
desfavorável. Nas tabelas 3.7 e 3.8 estão representados os resultados dos modelos 1 e 2 
respectivamente. Os resultados da análise não linear geométrica foram tomados como valores de 
referência, uma vez que foi desta hipótese que se consideraram as distribuições e quantidades de 
armaduras para proceder a análise não linear física e geométrica. Abaixo de cada área de aço 
apresentamos a relação: valor obtido pelo valor de referência. 
Tabela 3.7 Comparação dos dimensionamentos – Modelo 1 
 
Modelo 1 
Comparação das Armaduras 1º lance 
Combinação 2 
F. de Análise ALx0,95Gz ANLG ANLFG-V0,4
Pilar 1 
N (kN) 2356,90 2422,20 2436,38 
My (kNxm) 141,90 148,78 144,04 
As (cm2) 21,40 24,10 23,50 
Relação 0,89 1,00 0,98 
Pilar 2 
N (kN) 3576,80 3577,00 3586,60 
My (kNxm) 322,72 341,24 302,34 
As (cm2) 39,00 41,70 36,10 
Relação 0,94 1,00 0,87 
Pilar 5 
N (kN) 9890,90 9890,30 9895,50 
My (kNxm) 1711,73 1830,27 1331,00 
As (cm2) 149,00 160,00 114,60 






Tabela 3.8 Comparação dos dimensionamentos – Modelo2 
 
Modelo 2 
Comparação das Armaduras 1º lance 
Combinação 2 
F. de Análise ALx0,95Gz ANLG ANLFG-V0,4
Pilar 1 
N (kN) 6201,70 6317,30 6337,10 
My (kNxm) 677,07 703,24 700,63 
As (cm2) 71,70 77,50 77,60 
Relação 0,93 1,00 1,00 
 
 Comparando os resultados podemos perceber que as quantidades de armaduras são 
muito próximas, diferem entre si da ordem de 10% (com exceção do P5 – modelo 1 – ANLFG-
V0,4). Isto mostra que, a adoção do parâmetro γz para a consideração da não linearidade 
geométrica e dos coeficientes de redução do momento de inércia para consideração da não 
linearidade física conforme prescritos na NBR6118:2003 [13], são eficazes. Podemos também 
observar que as diferenças em torno de 10% não trazem riscos às estruturas, sendo estas 















 Neste capítulo serão apresentadas de forma geral, as principais observações feitas 
durante a elaboração deste trabalho. Sobre o programa de computador desenvolvido para 
determinar o momento de inércia em função da curvatura, comenta-se sobre as dificuldades 
oriundas do processo de cálculo escolhido, que dificultaram na convergência dos resultados. Dos 
modelos analisados, observa-se a necessidade da consideração de mais variáveis na determinação 
do momento de inércia em função da curvatura, principalmente em vigas. Finalizando o capítulo, 
analisa-se a possibilidade da consideração da NLF através da relação M-N-1/r e sugestões para a 
continuidade dos estudos são feitas.   
 
4.2 PROGRAMA COMPUTACIONAL 
 
 No desenvolvimento do programa observou-se que a ferramenta matemática adotada não 
apresentou o desempenho desejado. A maior dificuldade encontrada em se trabalhar com a 
integração analítica das expressões que representam as tensões no concreto apareceu durante o 
processo de situar em que domínio se encontrava a solução para a solicitação em questão. 
Trabalhando com a integração analítica foi necessário desenvolver uma expressão para cada 
domínio ou conjunto de domínios de deformação, lembrando que para estabelecer o equilíbrio 
entre solicitações e esforços internos resistentes, a partir de uma seção definida e um determinado 
par de solicitações é necessário arbitrar a profundidade da linha neutra e a curvatura da seção. 




causando um esforço computacional adicional com várias possibilidades de falha, resultando na 
maioria das vezes em um processo ineficiente. Com base nos problemas de implementação que 
foram impostos pelo processo escolhido pode-se concluir que, para determinar a curvatura em 
função das solicitações para uma seção definida, uma solução mais eficiente poderia ser a divisão 
da seção em elementos de áreas, arbitrando a profundidade da linha neutra e a curvatura. Nessa 
situação poder-se-ia calcular os esforços internos resistentes, para os valores arbitrados, obtendo 
os valores das tensões da curva tensão-deformação dos materiais. Após o equilíbrio, verificar-se-
ia, com as deformações do instante do equilíbrio, se o conjunto de deformações pertenceria a um 
estado possível, dentro dos limites estabelecidos pela teoria, caso contrário desprezar-se-iam os 
valores e se iniciaria uma nova busca a partir deste ponto.  
 
4.3 RESULTADOS DOS MODELOS 
 
 Analisando o comportamento dos modelos estudados, pode-se concluir que o processo 
de análise estabelecido pela NBR6118 [13], que considera a não linearidade física através da 
redução do momento de inércia da seção bruta e a não linearidade geométrica através do processo 
p-delta é um processo que se aproxima bastante do processo que considera a NLF através da 
relação M-N-1/r. A dificuldade de convergência do programa desenvolvido, no cálculo da 
curvatura de peças solicitadas predominantemente à flexão, vem mostrar a importância da rigidez 
à flexão das barras horizontais na rigidez global do pórtico. Isto sugere que, no cálculo do 
momento de inércia através da curvatura, as demais variáveis que interferem na curvatura sejam 
consideradas. Deve-se introduzir uma curva que represente a resistência à tração do concreto, 
permitindo calcular o momento de inércia com a seção fissurada ou não. Nas vigas deve ser 
considerada a contribuição das lajes formando a seção T. Todas as armaduras devem ser 
consideradas, as armaduras de flexão, as construtivas (porta estribos) e as de combate à 
fissuração por retração (armaduras de pele). Considerando mais estas variáveis, acredita-se que o 
acréscimo de rigidez seja significativo, devendo resultar em deformações menores e mais 




4.4 APLICABILIDADE DO PROCESSO 
 
 Para aplicação do processo proposto na análise de estruturas, mais estudos são 
necessários. Pode-se dizer que na avaliação das deformações, utilizando o momento de inércia 
através da curvatura, é desejável que se comprove a deformação por meio de modelos físicos. A 
fim de avaliar a interferência das diversas variáveis no resultado real. Na análise da estrutura, 
pode-se dizer que o ideal é que a NLF seja corrigida a cada incremento de carga. Para isto pode-
se pensar em introduzir dentro do processo p-delta, uma matriz que represente a variação do 
momento de inércia em função da NLF. Esta matriz deve ser corrigida a cada incremento de 
carga, em função da curvatura. A divisão de um lance de pilar ou tramo de viga em um maior 
número de barras. É fundamental para poder representar a variação da NLF ao longo do 
elemento. Com este estudo mais completo será possível avaliar com maior precisão as variações 
de deformações e solicitações em função das diferenças obtidas, sendo possível avaliar se o 
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